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ABSTRACT: Power system static voltage stability 

boundary(SVSB) plays an important indication role in 

monitoring voltage stability and evaluating the voltage stability 

margin, so the rapid and accurate calculation of SVSB is of 

great significance for the safety and stability of power grid. As 

an ultra-high-dimensional multivariate nonlinear system, the 

SVSB of a power system is essentially a nonlinear high- 

dimensional boundary composed of the voltages which can 

maintain the balance of supply and load under a certain 

topology. This paper considers the SVSB as a voltage stability 

hypersurface and proposes a new method to calculate the 

SVSB. First, multidimensional holomorphic embedding 

method(MDHEM) is used to find the multivariate power 

series(MPS) expressions for the bus voltages. Then, based on 

the Cauchy-Hadamard theorem, the analytical relationship 

between the SVSB and the coefficients of the voltage MPS 

front and back terms is derived and proved, and through 

theoretical proofs the proposed method is extended from 

single-dimensional to high-dimensional scenarios. Then, based 

on the derived SVSB analytical expression, the high- 

dimensional SVSB calculation and voltage stability evaluation 

methods are proposed. Finally, the validity of the proposed 

method is verified in the IEEE 14-bus, New England 39-bus 

and IEEE 118-bus systems. 
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摘要：电力系统静态电压稳定边界(static voltage stability 

boundary，SVSB)对于判断电压稳定性、评估电压稳定裕度

具有重要的指示作用，因此，快速准确地计算 SVSB 对于电

网安全稳定运行具有重要意义。电力系统作为一个超高维多 
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变量的复杂非线性系统，其电压稳定边界本质上是某一拓扑

结构下所能维持电源和负荷功率平衡的极限电压所构成的

非线性高维边界。因此，将 SVSB 考虑为高维场景下的电压

稳定超曲面，提出计算电压稳定边界的新方法。首先，利用

多维全纯嵌入法(multidimensional holomorphic embedding 

method ， MDHEM) 求 得 节 点 电 压 的 多 变 量 幂 级 数

(multivariate power series，MPS)表达式；然后，基于柯西-

阿达马定理，推导并证明电压稳定边界与节点电压幂级数前

后项系数之间的解析关系，并通过理论证明将所提出的方法

从单维推广到高维场景；接着，基于推导的 SVSB 解析表达

式，提出高维电压稳定边界计算与电压稳定性快速评估方

法；最后，在 IEEE 14 节点、新英格兰 39 节点和 IEEE 118

节点系统中验证所提方法的有效性。 

关键词：静态电压稳定边界；多维全纯嵌入；柯西-阿达马

定理；多变量幂级数表达式 

0  引言 

随着社会经济和国民生产的不断发展，电力系

统的运行压力不断增加，使得系统偶尔需要运行在

近边界点。确定电压稳定边界是电压稳定裕度评 

估[1]、在线电压-无功控制[2]、确定极限负荷[3-4]等电

力系统诸多工程应用的核心环节。因此，快速准确

地计算电压稳定边界、分析系统电压稳定性和稳定

裕度对于电网的安全运行有着重要的指导意义[5-6]。 

传统而言，连续潮流法[7]是计算电压稳定边界

应用较广且较为公认的方法。它通过在不同功率变

化方向上，不断采用迭代型“预测-校正”策略来搜

索整个电压稳定边界[8]。文献[9]利用电压稳定边界

上相邻临界点间的关联关系，建立了电压稳定边界

的快速搜索通用数学模型，并依据“预测-校正”策

略求解所建立的通用数学模型，最终快速得到所有

电压稳定边界点。但随着电力系统规模的扩大其计
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算负担迅速增大，连续潮流法难以满足电网在线应

用的实时性要求[10]。因此，为了解决复杂大电网电

压稳定边界的计算耗时问题，学者们探索了一些新

思路。文献[11]提出了一种松弛降阶直接法，对已

有降阶直接法[12-13]计算鞍结分岔点时的收敛条件

进行合理松弛，运用边界追踪法高效选取松弛降阶

直接法的初值，最终准确计算鞍结分岔点和高效构

建电压稳定边界；文献[14-15]基于伽辽金思想，采

用全局参数多项式来解析地近似逼近整个静态电

压稳定边界 (static voltage stability boundary ，

SVSB)。然而，上述方法均通过迭代算法求解潮流

方程，迭代算法的数值病态问题在大规模电力系统

中 不 容 忽 视 [16-17] 。 全 纯 嵌 入 法 (holomorphic 

embedding method，HEM)作为一种非迭代潮流算

法，能保证收敛至系统的可运行潮流点[18]，目前，

全纯嵌入法已在输电网和配电网潮流计算中得到

了应用[19-21]。文献[22]将单维全纯嵌入推广到多维

场景中，在待求量中嵌入多个全纯因子表示不同区

域或节点的负荷状态，称为多维全纯嵌入

(multidimensional holomorphic embedding method，

MDHEM)。目前已有研究采用“全纯嵌入+解析延

拓”方法求解电压稳定边界[23]。然而，在高维场景

中解析延拓技术仅能近似地逼近电压稳定超曲面，

求解精度难以保证。 

总的来说，现有研究的不足之处可以总结为以

下几点：1）对于传统迭代型算法[24]，大规模电力

系统求解困难，且难以满足在线应用的需求；2）

对于现有近似逼近算法[25-26]，不可避免地存在信息

损失，难以满足计算精度的需求；3）对于现有“全

纯嵌入+解析延拓”方法[23]，高维场景下求解精度

不足。因此，有必要探索一种兼顾准确性与快速性、

且具有一定在线应用能力的 SVSB 计算方法。 

为了解决上述问题，本文在推导电压稳定边界

的解析表达式时，运用到柯西-阿达马定理。柯西-

阿达马定理证明了幂级数的收敛半径与幂级数系

数之间的解析关系[27]，且同时适用于单维场景的单

变量幂级数和高维场景的多变量幂级数，是将电压

幂级数系数与电力系统 SVSB 联系起来的有利工

具。因此，本文推导基于“多维全纯嵌入法+柯西-

阿达马定理”的 SVSB 解析表达式，提出高维电压

稳定边界与电压稳定性的快速计算与评估方法。最

后，在多个算例系统中验证本文所提算法的准确性

和计算快速性。 

1  基于全纯嵌入法的电压幂级数计算 

1.1  全纯嵌入的定义 
对于一个复函数 x(s)，其中复变量 s=p+jq，若

该复函数 x(p+jq)在某复数域内连续可微，且满足柯

西-黎曼方程(1)，则称 x(s)是复可微的，且在该复

数域内全纯[29]。 

 j
x x
p q

∂ ∂=
∂ ∂

 (1) 

若 x(s)为全纯函数，则可以在其收敛域 C 内表

示为幂级数形式： 

 
0

( ) [ ] ,   n

n
x s x n s s C

∞

=
= ⊂  (2) 

此时，将构建的全纯函数 x(s)代入待求方程

g(x)=0 中，可得复合函数 g(x)=g[x(s)]=0。只要求得

其中幂级数 x(s)的系数 x[n]，即可得到 x(s)的显式解

析表达式。 

全纯嵌入法是将全纯函数引入到电力系统领

域中来，用全纯函数表示电力系统中的某些待求

量。将全纯嵌入法用于求解非线性方程组(如交流潮

流方程组)的核心是嵌入一个复变量 s 到非线性方

程组的待求量 x 中(如交流潮流方程中的节点电压、

发电机无功出力等)，使得在 s 复平面内，待求量的

解析解可以从初始解延伸到目标解。 

1.2  全纯嵌入法求解潮流方程 
目前，全纯嵌入法可分为单维场景下的单维全

纯嵌入法和多维场景下的多维全纯嵌入法。全纯嵌

入法求解潮流方程的具体推导与求解过程在文  

献[29]中已有介绍，本节将以单维全纯嵌入为例，

简要说明求解思路。 

对于某 N 节点电力系统，其交流潮流方程如 

式(3)—(5)所示： 
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式中：符号*表示共轭值；Re 表示取实部；Yik为节 

点导纳矩阵中的[i, k]元素；Ui 为节点 i 电压； SL
iU 为

平衡节点电压；| ps
iU |为 PV 节点的固定电压幅值； 

Si
*为节点 i处的复功率；Pi为 PV节点 i 的有功功率。 
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对式(3)—(5)嵌入统一表示全网负荷状态变化

方向的单个全纯因子 s，得到式(6)—(8)： 

 SL( ) 1 ( 1) ,     i iU s U s i= + − ∀ ∈S  (6) 
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式中：U(s)、Qi(s)均为全纯函数，可写为幂级数    

形式： 

 2 3( ) [0] [1] [2] [3] ... [ ] nU s U U s U s U s U n s= + + + + +  (9) 

 2 3( ) [0] [1] [2] [3] ... [ ] nQ s Q Q s Q s Q s Q n s= + + + + +  (10) 

将式(9)、(10)代入式(6)—(8)中，方程两侧关于

s 同阶项系数对应相等，则可建立各阶项系数之间

的递归关系。因此，只需求出未知量的 0 阶初始解，

则各未知量都可以表示为幂级数形式，进而求取全

纯函数表达式，完成潮流求解。一般地，可将系统

在无负荷和无发电状态下对应的潮流解设为 0 阶初

始解，此时线路上无功率传输，所有节点电压均等

于平衡节点电压。 

1.3  多维全纯嵌入法获得电压多变量幂级数 
相较于单维全纯嵌入法在交流潮流方程中嵌

入单个全纯因子以假设全网负荷状态统一变化，多

维全纯嵌入法可通过在交流潮流方程中嵌入多个

全纯因子以分别表示不同区域或节点负荷状态的

独立变化。对于式(3)—(5)所示电力系统，假设该 N
节点电力系统模型嵌入了表征功率变化的 D 个全

纯因子，则各节点电压可写为多变量全纯幂级数形

式(multivariate power series，MPS)： 
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(11) 

式中每个 sj(j=1, 2, …, D)均是可调全纯嵌入因子，

分别调整对应区域或节点的有功功率、无功功率或

复功率。 

将式(11)代入式(3)—(5)中，方程两侧 MPS 的

同阶项系数对应相等，则可构造出与 MPS 系数相

关的递归关系矩阵方程，形成各阶项系数之间的递

归关系，将各待求节点电压表示为 MPS 形式。此

外，节点电压 MPS 仅需在离线阶段推导一次，在

线阶段只需将当前运行环境的各区域或节点的功

率状态所对应的 sj(j=1, 2, …, D)代入到式(11)的

MPS 中，即可直接得到系统的节点电压[29]。 

运用 MDHEM 求解潮流方程获得节点电压

MPS 表达式的流程如图 1 所示，详细求解步骤如下

文所述。 

开始

读取网络数据，

发电数据和负荷数据

计算si = 0(i = 1~D)时的

0阶初始解

生成左侧矩阵A的
电导G和电纳B

嵌入多个全纯因子s至潮流

方程中得到U(si)和 Q(si)
(i = 1~D)

准
备
阶

段

判断是否满足误差？

输出电压和无功的MPS
即U(si)和Q(si)(i =1~D)

结束

n=n+1 

阶数 n=1 
(n =n1 + n2 +…+nD)

是

否

计
算
阶

段

计算式右侧矩阵C的
值(含高维卷积操作)

计算左侧第2个矩阵B中的

第n阶待求量

 
图 1  获得电压 MPS 的 MDHEM 流程 

Fig. 1  MDHEM flow to obtain the voltage MPS   
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1）输入系统当前运行状态数据，读取网络参

数，发电和负荷数据，准备节点导纳矩阵 A，当前

待求第 n 阶项系数组成的列向量 B，和已知的第 1

阶至第(n-1)阶项系数组成的列向量 C； 

2）构建当前阶系数和之前阶系数之间的递归

关系矩阵方程 A·B=C； 

3）计算当 sj=0(j=1, …, D)时对应的第 0 阶项初

始解； 

4）设置 MPS 阶数 n=1(n=n1+n2+…+nD)； 

5）计算 C 中的高维卷积，并得到由已知的第

1 阶至第(n-1)阶项系数组成的列向量 C； 

6）根据矩阵方程 A·B=C，求得 B中当前待求

的第 n 阶项系数； 

7）检验潮流误差是否满足要求，如果满足，

则进行第 8）步，否则，设置阶数 n=n+1，并回到

第 5）步； 

8）检查 PV 节点的发电机无功出力是否越限，

如果没有越限，则进行第 9）步，否则，将无功出

力越限的发电机所在 PV 节点转换为 PQ 节点，并

回到第 4）步； 

9）输出系统节点电压和发电机无功出力的

MPS 表达式。 

2  电力系统电压稳定边界解析表达式 

由于全纯嵌入法获得的节点电压单变量幂级

数的收敛半径在幂级数阶数足够高时，可延伸至

PV 曲线的鼻点，即节点电压幂级数的收敛半径与

SVSB 有直接关系[23]。而柯西-阿达马定理恰好给出

了幂级数系数与其收敛半径之间的解析关系。因

此，本节在 1.3 节求取电压多变量幂级数的基础之

上，通过“多维全纯嵌入法+柯西-阿达马定理”的

分析方法，推导得到 SVSB 与节点电压幂级数前后

项系数之间的解析表达式。 

2.1  单维场景的电压稳定边界 
为了便于说明本文所提求解 SVSB 解析表达式

的方法，首先在单维场景下进行推导与证明。 

对于单维场景的电压稳定边界，假设全网负荷

状态统一变化，运用 HEM 求解交流潮流方程得到

节点电压的单变量幂级数表达式： 

0

( ) [ ] [0] [1] [ ]n n
i i i i i

n
U s U n s U U s U n s

∞

=
= = + + +  (12) 

式中：s 为全纯嵌入因子，可统一调整全网负荷状

态；Ui[n]为节点电压单变量幂级数的系数。 

根据单维柯西-阿达马定理，对于一个单变量幂

级数，例如式(12)，其收敛半径为 

 
r

1
limsup [ ]n

n
u n

s→∞
=  (13) 

结合式(13)，即可得到单维 SVSB 的解析表达

式为 

 
r

[ 1] 1
lim

[ ]
i

n i

U n
U n s→∞

+ =  (14) 

式中 sr表示单维 SVSB(即 PV 曲线的鼻点)。由于单

维场景的 HEM 假设全网所有负荷状态统一变化，

因此，式(14)所得 SVSB sr本质上是一个具体数值，

表示全网负荷增大到基础负荷状态的 sr倍时，系统

达到电压稳定边界。 

观察式(14)可知，单维 SVSB sr 可由节点电压

单变量幂级数 Ui(s)的前后项系数之比求得，因此本

文将其命名为“分式型”方法，该方法的构建思路

如图 2 所示。 

否

否

否

根据柯西-阿达马定理，

获得幂级数系数与收敛半径的

解析关系，即式(13)

推导单维

SVSB与节点电压幂级数

前后项系数的解析表达式，

即式(15)—(23)

求解单维SVSB的“分式型”方法，即式(14)

运用HEM计算幂级数

形式节点电压，即式(12)

 
图 2  求解单维 SVSB 的“分式型”方法构建思路 

Fig. 2  Idea of proposing ratio formula for solving 

single-dimensional SVSB 

“分式型”方法计算单维 SVSB 的推导过程与

具体证明如下文所述。 

证明： 

定义式(14)中节点电压幂级数 Ui(s)的前后项系

数之比的上极限为 L： 

 
[ 1]

limsup
[ ]

i

n i

U n L
U n→∞

+ =  (15) 

式中：sup 表示当 n 趋向于无穷大时的上极限；上

极限 L 为一个有限量。 

则对于任意小的一个正数ξ>0，应存在某个 n
使得式(16)成立： 

 
[ 1]

[ ]
i

i

U n L
U n

ξ+ < +  (16) 

类似地，应存在某个 m，当 m≤n 时，式(16)的

关系可从 Ui[m]推广到 Ui[n]，即满足式(17)： 
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[ 1] [ 2]
 , , ,

[ ] [ 1]

                 [ ]/ [ 1]

i i

i i

i i

U m U mL L
U m U m

U n U n L

ξ ξ

ξ

+ +< + < +
+

− < +



 (17) 

接着，将式(17)中所有项相乘可得： 

 [ ]/ [ ] ( )n m
i iU n U m L ξ −< +  (18) 

将式(18)整理可得： 

 
1/ 1/[ ] [ [ ] ( ) ] ( )

n m n
i iU n U m L Lξ ξ−< + +  (19) 

由于ξ是任意小的正数，那么对式(19)取极限，

并结合式(15)可得： 

 
1/

limsup [ ] limsup [ 1]/ [ ]
n

i i i
n n

U n L U n U n
→∞ →∞

≤ = +  (20) 

上述推导均是基于节点电压幂级数 Ui(s)的前

后项系数之比的上极限 L 进行的，对于其下极限，

也可通过类似的方法推导出式(21)，即 

 

1/

1/

liminf [ 1]/ [ ] liminf [ ]

   limsup [ ] limsup [ 1]/ [ ]

n
i i in n

n
i i i

n n

U n U n U n

U n U n U n
→∞ →∞

→∞ →∞

+ ≤ ≤

≤ +  (21) 

由式(21)可知，若节点电压幂级数 Ui(s)的前后

项系数之比存在，即式(22)满足： 

[ 1] [ 1] [ 1]
liminf limsup lim

[ ] [ ] [ ]
i i i

n nni i i

U n U n U n
U n U n U n→∞ →∞→∞

+ + += = (22) 

则式(21)中所有“≤”符号均应取为“=”符号，

可得： 

 
1/

lim [ 1]/ [ ] limsup [ ]
n

i i in n
U n U n U n

→∞ →∞
+ =  (23) 

结合式(23)和单维柯西-阿达马定理式(13)，即

可得式(14)。 

证毕。 

由上述分析证明可知，单维场景下电压稳定边

界的解析表达式如式(14)所示。系统调度员可将某

运行工况下的节点电压幂级数代入式(14)，得到该

场景下的单维 SVSB。单维 SVSB 本质上是一个具

体数值 sr，表示当全网负荷增大到基础负荷的 sr倍

时，该系统达到电压稳定边界。因此，系统调度员

可以根据该“分式型”方法快速准确地求解单维场

景下的 SVSB。 

2.2  高维场景的电压稳定边界 
本节考虑实际电力系统中不同区域或节点负

荷状态独立变化，将单维 SVSB 的“分式型”方法

拓展到高维场景，构建思路见图 3。 

根据高维柯西-阿达马定理，对于含有 D 个全 

 
图 3  求解高维 SVSB 的“分式型”方法构建思路 

Fig. 3  Idea of proposing ratio formula for  

solving multi-dimensional SVSB 

纯因子的多变量全纯幂级数，例如式(11)，其收敛

半径为 

1 2

1 2

1 2 r1 r2 rlimsup [ , , , ] 1j

D

nn n
n j j

n n n n n
v n n n s s s

→∞ + + + =
=


  (24) 

结合式(24)，得到高维 SVSB 超曲面的解析表

达式(25)，即满足式(25)的{sr1, sr2, …, srD}构成了

(D-1)维的高维 SVSB 超曲面。 
th

1 2

1 2

1 2

1 2

th

( 1) order

1 2 r1 r2 r
1

1 2 r1 r2 r

order

[ , , , ]

lim 1
[ , , , ]

D

D

D

D

n

n n n
i D D

n n n n
n n nn

i D D
n n n n

n

U n n n s s s

U n n n s s s

+ −

+ + + = +

→∞

+ + + =

−

=








 

 


(25) 

式中：Ui[n1, n2, …, nD]为各节点电压 MPS 的系数；

sr1,sr2, …, srD则表示各个区域节点负荷的变化方向。 

式(25)建立了高维 SVSB 超曲面与各区域或节

点负荷状态之间的直接关系。与式(14)类似，也是

通过节点电压 MPS 的前后项系数之比计算 SVSB，

故也称为“分式型”方法。 

“分式型”方法计算高维 SVSB 超曲面的推导

过程与具体证明如下文所述。 

证明： 

为了便于说明，以某节点电压双变量幂级数

Ui(sr1, sr2)为例： 

r1 r2 r1 r2

2 2
r1 r1 r2 r2

( , ) [0,0] [1,0] [0,1]

       [2,0] [1,1] [0,2]

i i i i

i i i

U s s U U s U s

U s U s s U s

= + + +

+ + + (26) 

定义式(26)中Ui(sr1, sr2)的(n+1)阶项系数与 n阶
项系数之比的上极限和下极限分别为 J 和 H，即： 

 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 r1 r2
1

1 2 r1 r2

1 2 r1 r2
1

1 2 r1 r2

[ , ]

limsup
[ , ]

[ , ]

lim inf
[ , ]

n n
i

n n n
n n

n i
n n n

n n
i

n n n
n nn

i
n n n

U n n s s
J

U n n s s

U n n s s
H

U n n s s

+ = +

→∞
+ =

+ = +

→∞

+ =




=




 =










 (27) 
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接着，用类似2.1节中式(16)—(22)的处理方法，

可得： 

 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 r1 r2
1

1 2 r1 r2

1 2 r1 r2

[ , ]

lim
[ , ]

         limsup [ , ]

n n
i

n n n
n nn

i
n n n

n n
n i

n n n n

U n n s s

U n n s s

U n n s s

+ = +

→∞

+ =

→∞ + =

=




  (28) 

观察式(28)，右侧部分恰好对应式(24)所示高维

柯西-阿达马定理在二维场景中的特例，即： 

 1 2

1 2

1 2 r1 r2limsup [ , ] 1n n
n i

n n n n
U n n s s

→∞ + =
=  (29) 

将式(29)代入(28)，整理可得： 

 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 r1 r2
1

1 2 r1 r2

[ , ]

lim 1
[ , ]

n n
i

n n n
n nn

i
n n n

U n n s s

U n n s s
+ = +

→∞

+ =

=



 (30) 

类似地，将式(26)—(30)所示的节点电压双变量

幂级数 Ui(sr1, sr2)场景推广到节点电压 MPS Ui(s1, 
s2, …, sD)的场景，即可得高维 SVSB 的解析表达  

式(25)。 

证毕。 

由上述分析证明可知，高维场景下电压稳定超

曲面的解析表达式如式(25)所示。系统调度员可将

某运行工况下各区域或节点负荷状态所对应的{sr1, 

sr2, …, srD}代入式(25)，并将计算结果与“1”相比

较。若计算结果小于 1，则表示此运行工况稳定；

反之，则表示此运行工况不稳定。此外，式(25)左

侧的计算结果与右侧“1”之间的差值可表示系统

的电压稳定裕度，且差值越大表示越稳定。 

2.3  所提方法整体框架 
本文所提方法的整体框架如图 4 所示。由图

可知，SVSB 离线推导阶段可运用所提方法求得系

统高维 SVSB 超曲面的解析表达式，即式(25)；

SVSB计算阶段可根据式(25)计算系统高维 SVSB；

电压稳定性评估阶段，系统调度员可以快速判断

某运行工况是否稳定，为评估电力系统电压稳定

性提供参考。 

值得注意的是，尽管单维和高维柯西-阿达马定

理本身已经给出了节点电压幂级数系数与 SVSB 之

间的解析关系，即式(13)和(24)所示的“根式型”方

法。然而，本文所提出的“分式型”方法的收敛速

度快于柯西-阿达马定理本身给出的“根式型”方法，

这将在第 3.1 节中进行算例验证。理论上而言，当 

结束

输入系统数据(网络拓扑, 发电和负荷参数)

运用MDHEM计算节点电压MPS， 即式(11)

根据节点电压MPS推导SVSB解析表达式, 即式(25)

第1.3节

第2.2节

式(25)左侧结果?

SVSB
离线

推导

稳定 不稳定

<1

稳
定

性
评

估

n阶MPS系数代入式(25)

计算满足式(25)的
全纯因子si(i=1,2,…,N)

是否满足误差?

结束

n=n+1

是

否

SVSB
计算

开始

将运行工况代入式(25)

1≥

 
图 4  所提方法的 SVSB 计算与电压稳定性评估流程 

Fig. 4  Flowchart of the proposed method  

运用 HEM 或 MDHEM 求解交流潮流方程所得节点

电压幂级数的阶数趋向于无穷大且不考虑截断误

差时，“根式型”方法和本文所提的“分式型”方

法对于计算 SVSB 具有相同的准确性，因为二者在

节点电压幂级数的阶数趋于无穷大时的极限是一

致的。 

此外，在离线推导阶段，如果电网结构发生改

变导致节点导纳矩阵发生变化、电网动态分区改变

以及 PV 节点无功功率越限转换为 PQ 节点时，需

要重新建立变化后电网的全纯嵌入方程并计算节

点电压的幂级数表达式以求解新运行环境下的

SVSB 解析表达式。离线推导的更新过程见附录 A。 

3  算例分析 

3.1  “根式型”和“分式型”方法收敛速度对比 
在 IEEE-14节点系统[30]中分析单维场景下的单

维 SVSB(即 PV 曲线鼻点)。所得结果如图 5 所示，

其中绿色虚线椭圆所圈注的曲线簇是根据式(13)所

示的“根式型”方法所得结果，红色虚线椭圆所圈

注的曲线簇是运用所提式(14)中的“分式型”方法

所得结果，紫色 PV 曲线是采用连续潮流法[23]所得

单维 SVSB 基准值，sr=4.06。 

由图 5 可知，在计算耗时约 3.8 s 后，本文所提

“分式型”方法计算结果在大约第 25 阶时已收敛

至 4.07，非常接近基准值 4.06，而“根式型”方法

所得结果仍然在[4.45, 4.99]区间内浮动。因此，虽

然“根式型”方法和“分式型”方法在计算 SVSB

时具有相似的计算复杂性，但本文所提“分式型”

方法收敛速度更快。 
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图 5  “根式型”与“分式型”方法所得单维 SVSB 结果 

Fig. 5  Unidimensional SVSB calculated by radio and formula and proposed ratio formula respectively 

3.2  高维场景电压稳定超曲面：新英格兰 39 节点

系统 
在新英格兰 39 节点系统[31]中验证高维场景下

的“分式型”方法。将新英格兰 39 节点系统按地

理位置划分为 3 个区域，如表 1 所示。 

表 1  新英格兰 39 节点系统各区域节点编号及基础负荷 

Table 1  Classification of new England 39-bus system 

区域 

编号 
节点编号 

嵌入 

因子 

基础负荷/ 

(MW, MV·A) 

区域 1 节点{1-3, 17-18, 25-27, 30, 37} s1 1 221.6, 216.3 

区域 2 节点{4-14, 31-32, 39} s2 2 384.03, 720.6 

区域 3 节点{15-16, 19-24, 28-29, 33-36, 38} s3 2 648.6, 450.2 

对于“MDHEM+帕德近似”方法，MDHEM 所

得节点电压 MPS 的最大解析延拓结果能够逼近

SVSB，由图 6 中电压面的内缘，得到该方法求得的

SVSB 如图 7 中的黑色虚线所示。选择采用连续潮流

法所求的 SVSB 作为基准 SVSB，如图 7 中橙色虚线

所示。此外，本文所提“分式型”方法所得 SVSB

结果也如图 7 所示，其中分别取 n=2, 4, 6, 8, 9。 

由图 7 可知，“分式型”方法的计算结果随着阶

数 n 的升高不断逐步逼近基准 SVSB，且在 n=9 时 

 

图 6  “MDHEM+帕德近似”方法所得节点 7电压结果(s3=1) 

Fig. 6  Voltage of bus 7 solved by MDHEM with Padé  

approximants at s3 = 1 
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n = 2
图6中“MDHEM+帕德

近似”方法所得SVSB

连续潮流法

所得电压稳定域

即式(25)左侧结果小于1

所提“分式型”方法

即式(25)

s1

0.0 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

s 2

 
图 7  所提方法计算新英格兰 39 节点 

分区系统的 SVSB 结果（s3=1） 

Fig.7  Calculated SVSB with s3 = 1  

by the proposed ratio formula 

几乎重合。表 2 计算了本文所提方法与连续潮流法

计算 SVSB 的误差，当 n=9 时，嵌入因子 s1、s2的

误差均在 4%以下。这意味着，本文所提方法仅需计

算极少的节点电压 MPS 项数即可准确辨识 SVSB。

相较于连续潮流法，无需大量重复的潮流计算；相

较于“MDHEM+帕德近似”方法，无需对节点电压 

表 2  所提方法和连续潮流法计算 SVSB 的误差 

Table 2  Error of SVSB calculated by the proposed  

method and continuous power flow method 

方法 s1 误差/% s2 误差/% 

连续潮流法 3.34 — 2.97 — 

本文所

提方法 

n=2 7.92 143.7 6.25 110.4 

n=4 4.51 38.8 3.40 14.5 

n=6 3.88 19.4 3.18 7.1 

n=9 3.38 4.0 3.08 3.7 



9118 中  国  电  机  工  程  学  报 第 44 卷 

MPS 进行解析延拓，能够减少计算负担。图 7 中

SVSB 内部的区域(由蓝色条纹标记)对应于式(25)的

左侧小于 1，即嵌入因子 s1和 s2 均在其极限以内，

意味着系统负载仍然可以承受，运行工况稳定。另

一方面，SVSB 外部区域则对应于式(25)的左侧大于

等于 1，意味着系统负荷过载且不稳定，有助于系统

调度员快速判断系统运行工况的可行性。 
3.3  电压稳定性评估：IEEE-118 节点系统 

本节在 IEEE-118 节点系统[32]中测试所提式(25)

“分式型”方法的电压稳定性评估性能。将图 8 所

示的 IEEE-118 节点系统按地理位置划分为 4 个区

域，各区域的节点编号及对应的嵌入因子如表 3 所

示。为了便于展示所得 SVSB 结果，将 s2 和 s3 固定

为 1，对应的高维 SVSB 超曲面降维为 s1 和 s4 构成

的曲线边界。 

区域 1

区域 4

区域 2 区域 3

 
图 8  IEEE-118 节点系统分区示意 

Fig. 8  Single-line-diagram of  

the IEEE 118-bus power system with 4 areas 

表 3  IEEE-118 节点系统区域节点编号及对应嵌入因子 s 
Table 3  Classification of IEEE 118-bus system 

区域编号 节点编号 嵌入因子 

区域 1 节点{1-23, 25-32, 113-115, 117} s1 

区域 2 节点{33-37, 39-49} s2 

区域 3 节点{50-64} s3 

区域 4 节点{24, 38, 65-112, 116, 118} s4 

本文所提“分式型”方法在 n=4, 5, 6, 7, 8, 9 时

计算出的电压稳定边界如图 9 所示。SVSB 的解析

表达式可在离线阶段推导，因此，在线评估阶段仅

需将待测运行工况各区域负荷状态所对应的{s1, s2, 
s3, s4}代入式(25)中，并将其与 1 进行比较，即可快

速判断该运行工况的可行性。例如，对于图 9 中标

注的某运行工况，通过将 s1=3，s2=1，s3=1，s4=3

代入式(25)，易得 0.72<1，表示该运行工况稳定可

行，且在线评估阶段仅耗时约 10 ms。 

s 4

 
图 9  所提方法计算 IEEE-118 节点 

分区系统的 SVSB 结果(s2=1, s3=1) 

Fig. 9  Voltage stability boundary of subspace s2=1 and 

s3=1 on the IEEE 118-bus power system  

using the proposed method 

3.4  分析与讨论 
理论上而言，所提“分式型”方法的阶数越高，

即节点电压 MPS 的阶数越高，所得高维 SVSB 超

曲面越准确。但在实际工程应用中，系统调度员需

要适当地平衡计算负担与 SVSB 的准确性。对此，

需引入一个判断准则： 

_ th _( 1)th _( 1)th
1

th

( ) /

100%

D

j n j n j n
j

s s s

D
ζ ζ

− −
=

−
= × <


(31) 

式中：ζ为差异因子，表示第(n-1)阶和第 n 阶“分

式型”方法中所有嵌入因子 sj(j=1~D)的平均差异；

ζth 为一个预设阈值；sj_nth 表示由第 n 阶“分式型”

方法所得 sj(j=1~D)，通过设置其余 s 为 0 来逐个获

得。若式(31)中ζ<ζth，则可认为所得 SVSB 已足

够准确。预设的ζth 越小，所得 SVSB 越准确，同

时也需要越高的节点电压 MPS 阶数，意味着需要

越大的计算量。以 3.2 节中新英格兰 39 节点系统为

例，不同ζth预设值下 SVSB 的计算精度、所需节点

电压阶数如表 4 所示。在实际应用中，系统调度员

可根据实际运行需求来灵活设置阈值ζth。 

表 4  不同差异因子下所提方法计算 SVSB 值精度 

Table 4  Accuracy of SVSB values calculated  

by the proposed method under different ζth 

预设差异 

因子ζth/% 

所需节点 

电压阶数 n 
s1 s1 误差/% s2 s2 误差/% 

50 n=4 4.51 38.8 3.40 14.5 

20 n=6 3.88 19.4 3.18 7.1 

10 n=8 3.61 11.1 3.09 4.0 

5 n=9 3.38 4.0 3.08 3.7 

虽然本文仅在 IEEE-14 节点，新英格兰 39 节

点和 IEEE-118 节点 3 个系统中对所提方法进行了

验证，但所提“分式型”方法计算 SVSB 的思路可
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同时适用于单维场景和高维场景下的各种大规模

电力系统[33]。且对于特定的运行工况而言，所提“分

式型”方法所需节点电压 MPS 的阶数与系统规模

几乎无关。此外，系统调度员可将系统划分为更多

的区域，以更加精准地表示各区域负荷状态的独立

变化，从而获得更加准确的 SVSB 结果，但也会为

求解节点电压 MPS 引入更多的计算负担。 

4  结论 

本文提出了一种基于“多维全纯嵌入法+柯西-

阿达马定理”的高维电压稳定边界分析方法。主要

结论如下： 

1）本文将 SVSB 考虑为高维场景下的电压稳

定超曲面，引入高维柯西-阿达马定理以建立节点电

压多变量幂级数系数和电压稳定边界之间的解析

关系，提出计算 SVSB 的“分式型”方法，且该方

法同时适用于单维场景中的电压稳定边界(PV 曲线

鼻点)以及高维场景中的电压稳定超曲面。 

2）本文所提“分式型”方法虽然与柯西-阿达

马定理本身给出的“根式型”方法计算复杂度相似，

但收敛速度更快，且计算所需节点电压 MPS 阶数

更少。 

3）本文所提电力系统高维电压稳定边界计算

方法能够通过合理的负荷分区，对电力系统高维

SVSB 进行快速求解与电压稳定性评估，为系统调

度员分析电力系统电压稳定性提供参考。 

需要指出的是：本文所提“分式型”方法主要

关注的是由鞍结分岔点(saddle node bifurcation，SNB)

组成的电力系统 SVSB。在实际求解过程中，可通过

在一定负荷增长后，对所求得的 SNB 点进行发电机

无功出力校验，判断系统是否出现极限诱导分岔点

(limit induced bifurcation，LIB)。若出现 LIB，则需

按照附录 A 式(A4)所示，更新离线推导。此外，随

着各类分布式电源的不断并网，系统发电侧的不确

定性越来越强，进而使得电压稳定问题愈发复杂，

如何将本文所提方法应用于含高比例可再生能源并

网的不确定性场景是值得进一步研究的方向。 
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附录 A 

当系统的网络拓扑发生变化时，式(6)—(8)中的节点导

纳矩阵元素 Yik 需要修正为 Yik-m，得到式(A1)所示修正后的

全纯嵌入潮流方程： 
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式中 Yik-m表示网络拓扑变化后的节点导纳矩阵元素。 

当系统的动态分区发生变化时，式(11)中多变量全纯幂

级数形式的节点电压 Ui 需要修正为 Ui-m，将修正后的 Ui-m

代入式(3)—(5)中，得到系统动态分区变化后的全纯嵌入  

方程： 
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式中 Ui-m 表示系统动态分区发生变化后的多变量全纯幂级

数形式节点电压。 

同理，当系统出现发电机节点无功出力越限，导致 PV

节点向 PQ 节点转换时，交流潮流全纯嵌入方程修正为 
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式中： ′ 、 ′V 分别表示系统中节点类型变化后 PQ、PV

节点的集合。 

根据上述修正后的全纯嵌入方程，即可重新离线推导，

求解节点电压 MPS，得到满足新运行环境的 SVSB 解析表

达式。 
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